Das Geburtstagsproblem

Stell dir vor, du bist auf einer Party. Neben dir sind noch 24 weitere Personen anwesend. Dann
schlagt dir einer von ihnen eine Wette vor: Wenn mindestens zwei der anwesenden Personen am
selben Tag Geburtstag haben, schuldest du ihm flinf Euro. Haben alle an einem anderen Tag
Geburtstag, gibt er dir fiinf Euro. Du Uberlegst dir, wie viele Menschen aus allen Personen, die du
kennst, mit dir zusammen Geburtstag haben. Wie viele fallen dir ein? Eine, vielleicht zwei? Die
Wabhrscheinlichkeit, dass in eurer recht kleinen Gruppe zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben, erscheint doch ziemlich gering, schliefRlich gibt es 365 verschiedene Tage, an denen man
Geburtstag haben kann. Die Wette sollte also leicht zu gewinnen sein, oder? Was meinst du?
Wiirdest du die Wette eingehen?

Um die richtige Entscheidung zu treffen, beginnen wir mit ein paar einfachen Uberlegungen. L3sst
man Schaltjahre aullen vor, betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte Person an
irgendeinem Tag des Jahres Geburtstag hat, 365/365 also 1 — schlieflich muss sie an einem der 365
Tagen des Jahres Geburtstag haben.

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Person am ersten Januar Geburtstag hat, betragt 1/365, da es sich
um eine Moglichkeit aus 365 handelt. Auf der anderen Seite betragt die Wahrscheinlichkeit, dass
eine weitere Person nicht am ersten Januar, also an irgendeinem anderen Tag, Geburtstag hat,
364/365, da nun noch 364 von 365 Tagen in Frage kommen. Nimmt man eine dritte Person hinzu,
betragt die Wahrscheinlichkeit, dass sie nicht am selben Tag wie eine der anderen beiden Personen
Geburtstag hat, 363/365, da zwei Tage schon belegt sind.

Auf diese Weise kann die Wahrscheinlichkeit fiir viele weitere Personen ermittelt werden. Bei der
365sten Person betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie an einem anderen Tag als die
vorherigen 364 Personen Geburtstag hat, 1/365, da nur noch ein Tag nicht vergeben ist. Die nachste
Person muss am selben Tag wie eine der anderen Geburtstag haben, da alle Tage schon belegt sind.

Geht man jetzt wieder von einer 25 Personen grof3en Gruppe aus, werden die 25
Einzelwahrscheinlichkeiten miteinander multipliziert. Dadurch erhalt man die Wahrscheinlichkeit p
dafiir, dass alle 25 Personen an einem anderen Tag Geburtstag haben:

_365 " 364 % 363 " 342 * 341 _ 365%364+*363*...%x342x341

v K —— = =0,4313
365 365 365 365 365 36525

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 25 Personen an einem anderen Tag Geburtstag haben, betragt also
ungefahr 43,13%.

Die Gegenwahrscheinlichkeit, also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei Personen am
selben Tag bzw. nicht alle 25 Personen an einem anderen Tag Geburtstag haben, liegt bei:
p=1-0,4313=0,5687.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei der 25 Personen am selben Tag Geburtstag
haben, liegt folglich bei 56,87%.

Probiert man weitere GruppengrofRen aus, erkennt man, dass diese Wahrscheinlichkeit schon bei 23
Personen groRer als 50% ist. Bei einer Gruppe mit 41 Personen liegt siebereits Gber 90%, bei 57
Personen lber 99%.
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(von Randow, Gero (2012): Das Ziegenproblem Denken in Wahrscheinlichkeiten. Reinbeck: Rowohlt Taschenbuch Verlag)

Dies ist auch in der Graphik zu sehen. Sie stellt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei
Personen in einer Gruppe mit der Grofle n am selben Tag Geburtstag haben (p,), dar.
Gekennzeichnet sind die Wahrscheinlichkeiten von 50%, 70% und 100%.

Kommen wir nun auf unsere Wette zuriick. Oben haben wir herausgefunden, dass die
Wabhrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe von 25 Personen mindestens zwei am selben Tag
Geburtstag haben, bei liber 50% liegt. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass du die Wette verlierst,
weil sich mindestens zwei Personen den Geburtstag teilen, groer als 50%. Folglich stehen deine
Chancen, die Wette zu gewinnen, schlechter als die der anderen Person. Du solltest die Wette also
lieber nicht eingehen, da es wahrscheinlicher ist, dass du verlierst, als dass du gewinnst. Jetzt wo du
weillt, wie deine Chancen stehen, kannst du die Wette aber vielleicht selbst einmal jemandem
vorschlagen. Dabei solltest du allerdings auf die GruppengrofRe achten und bedenken, dass nicht alle
Tage des Jahres als Geburtstag gleich wahrscheinlich sind, da zum Beispiel mehr Kinder im Sommer
als im Winter zur Welt kommen, was in der Berechnung aber nicht ber{icksichtigt wird.

Die Fragestellung hinter der Wette wird aufgrund ihrer unerwarteten Antwort als
Geburtstagsproblem oder Geburtstagsparadoxon bezeichnet. Es ist ein Beispiel dafiir, wie bestimmte
Wahrscheinlichkeiten von vielen falsch eingeschatzt werden. Man geht in diesem Fall davon aus, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben, ziemlich
gering sein muss —besonders in einer nicht so grolRen Gruppe. Genau das Gegenteil ist aber der Fall.
Ein Grund fir die falschen Vermutungen ist, dass man bei einer solchen Fragestellung meist
unbewusst nach der Wahrscheinlichkeit dafiir sucht, dass der eigene Geburtstag mit dem eines oder
einer anderen zusammenfallt, und nicht nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass irgendeine Person
ihren Geburtstag mit einer anderen teilt. Diese gedachte Wahrscheinlichkeit ist tatsachlich relativ
klein. AuRerdem wird oft davon ausgegangen, dass die Wahrscheinlichkeit linear mit der Anzahl der
Personen ansteigt, wie in der obigen Graphik zu sehen ist (lineare Schatzungen). Diese Annahme trifft
allerdings, wie dort ebenfalls zu erkennen ist, nicht zu.Aus diesen Griinden unterliegen viele beim
Geburtstagsproblem einem Irrtum.

Fiir Fortgeschrittene:

Eine weitere, kiirzere Moglichkeit, die obige Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, bietet eine
mathematische Formel. Bei der Herleitung dieser Formel wird zunachst dieselbe Rechnung wie oben
verwendet:

1. 36543644363, ,365-(n-1) _, _ 365:364:363+..x(365—(n-1))
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Dabei steht z—ZEfUr die erste Person einer Gruppe mit der Grofde n. % bezeichnet dann die

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite Person an einem anderen Tag als die erste Geburtstag hat.
% ist wiederum die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die dritte Person an einem anderen Tag als die
erste und zweite Geburtstag hat. Die Reihe geht so weiter, bis man zur nten Person gelangt. Die

%ﬂ:l) berechnen. Fir eine Gruppe mit der GréRen =4

365-(4-1) _ 362
365 365

Wahrscheinlichkeit fir diese lasst sich mit

lasst sich diese Wahrscheinlichkeit also mit darstellen.

Die Rechnung lasst sich in einer Formel zusammenfassen:

365!

p=1- 3651%(365—n)!

Dabei steht 365" furr die Nenner der oben genannten Briiche zur Darstellung der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten. Um auch die Zahler in einer Formel darstellen zu kdnnen muss eine etwas
aufwendigere Rechnung verwendet werden. 365! Beschreibt die Zahler fiir eine Gruppe von 365
Personen. Mit (365-n)! im Nenner kann dies nun auf eine Gruppe mit einer beliebigen Grolle
beschrankt werden. Daflr werden alle nicht bendtigten Zahler von 365-n bis 1 heraus gekiirzt, sodass
nur noch die benotigten Zahler von 365 bis 365-(n-1) tibrig bleiben. Auf diese Weise lasst sich durch
die Formel die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnen, dass bei einer Gruppe der GréRe n mindestens
zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben.

Fir 25 Personen ergibt sich:

365! _ 365%364+363*...x2%1
36525%(365-25)! 36525%340%339%338%...%2%1

p=1 0,5687



